Carrroro XIII (*)
STUDIO DELL'ANDAMENTO DI UNA FUNZIONE

99, - Generalita.

L'argomento che ¢i proponiamo di trattare riveste una particolare impor-
tanza in quanto riassume tubla "soulisi matematica studinta fine a guesto
momento. Cid spiega perché la maggioranza dei Commissari per la Maturitd
lo considers, a glusta rsgioneé, Ia parte egsenzinle dell’esame orale. Ma vedromo
ben presto la sua utilizzazione per una discussione elegante e molto apprezzata
di alecuni problemi.

Studiare Pandamento di una _fﬂumuu significa riceroard tutti gli elemonti
necessars per costruirne il grafico sensa ricorrere alla costruszione per punti.

Per uno studio razionale de'l]a funzione data si conmiglia di procedere nel
seguente modo :

12 stabilire la natura dellu [unzione, il suo ingieme di definizione, il suo
grado e & algebrica o il suo periodo se & trascendente goniometrica ;

2e caleolare lv coordinate degli eventuali punti d'intersezione della curva
con gli assi cartesiani ;

3¢ scrivere I'equazione degli eventuali asintoti paralleli agli assi ed obliqui ;

4° calcolare le coordinate degli eventumli puati di massimo relativo,
di minimo relativo, di Nesxo con tangente orissontale ¢, pessibilments, di flozso
con tangente obliqua disegnandone, in tal caso, la tangente ;

5° tracciare l'andamento della curva richiesta.

Cuosti gono i cingque punti essenziali ed essi saranno sufficienti per le fun-
zioni (naturalmente di una certa semplicitd) che ci proponiamo di sludire.
Nel caso in eni dovesse sorgere il minimo dubbio i potra anche :

a) studiare il segno della funzione in tutto il suo insieme di definizione ;

b) calealars la intersezionl (se esistono) della eurva con asintoti orizzon-
tali ed obliqui ;

¢) studiare il comportamento della curva all'infinito e nell'intorno del
punto in oni ogni asintoto verticale inconfra 1'asse delle «.

Il programma che & stato svolto in Geometria Analitica, in’ Trigonometria
e in Analisi Matematica vi permette di rispondere, csaurientemente, a ftuthi i
quesiti all'infuori del 3° in quanto abbiamo incontrato gli asintoti soltanto nello

(*) Gli esercisi & i complementi relativi al presente Capitolo si trovano da pag. 338
A pag. 348,
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studio delliperbole () @ a proposite della definizione di due casi di limite di
funzione (efr. Cap. IT1, § 16 & 17). Si impone di ritornare, quindi, sull’argomento.

100, - Teoria degli asintoti di una funzipne,

A) Asintoti paralleli all'asse delle v ¢ s verticali »»  Abbiamo  visto
(Cfr. Cap. III, § 17) che so, ul tendere di r ad =, la fonzione ¥ = f(x) tende
ad infinito e, ciod, se si verifica la condizione :

fim [(2) —co,

L

Ia retta di equazione ® = x, (parallels all'asse delle ¥) ¢ un asintoto della fun-
zion¢ data. In parole povert, la ricerca degli asintoti verticali #i riduce a quella
dei valori finiti della x sho voudono infinila la funcione. A tale proposite @ bene
osservare ohe : :

1% wna funzione algebrica intera mon presenta asintoli verticali essendo
finita per qualunque valore fluito della & appartencnte al sno ingieme di
definizione (r qualungue per le funzioni rezionali; @ opportunamente limitaig
per particolari fongioni irrazionali) ;

=° una funzione algebricn rasionale fratta ammette tanti asinloli rverficali
guanéi somo gli zerd reali del yuo minimo somun denominalore,

1) Reempls. In funsisns .

!—?_:lt olod J-Hi:-_u
presenda & due asinloli eerticali
S | o X =0 (oeee delle ¥).
1x 412

2) Esemplo. fa junsions y = ammetle per asindoli wverlicali le due refie

di equasione x = | & x = 3,

3) Essmplo. e funpiong ;
! =

B T el I e
4 A=l x i ¥ =z —ap

presenta asinicle doppio x = 2,

Per vid che riguarda gl asintoti verticall di una funzione algebrica ruzio-
nale fratta sarl bene osservare che, so asintoto & di ordine pari (doppio, qua-
druplo, ecc . . .) il limite sinistro delln funzione coincide con il limite destro jam-
bedue + 000 — o) mentre se 'agintoto & di ordine dispari (semplice, terzo,
ecn .. .) il limite sinistro o 11 limite destro sono {inflaitl) opposti.

N —dx+ 3

(') Consultare : « I1 problema geometrico ¢ la Geomatrin Analitica v, Cap. XTI, § 112,
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Infatti, tulls o fuusiow algeboche rmziouali fralle con Vasintolo di equazione = = o

di ordine
par dispari
& possono serivers sotto la forma :
o A (=) £ A (x)
#—al" B (=) Y= E—aPn—1 5 (%)

In eni d{a)= 0, Blaj=0 od m=1, 2 1. T lacile verificare che :

sin il limite ainistre che il limite destro
della funtione, per x che tende md @, sooo
infiniti ed amsumono lo stesso segno del

il limite sinistro & il limite destro della fun.
ziooe, per x tendents ad g, sono inOnit ed
assumono, rispettivamente, segno opposto

o

i
d

NUmMErn o pegno ugnale a quello del numero :

Alm) 4 (a)
B (a) Bl

In parole povere, diremo che se l'aslototo verticale & di ordine

pari dispari
N L)
i | i I
| I
| I
| | |
! | H‘\ '
— 1
7] -r.::.l D rr:a\:_*’
| i I
5 | '
i | '
| | |
F'ig- i, Fi!'t H-
la curva
s viparte » dallo stesso infinito exallasy da uvwn infinito all’altro.

1) Pasemplo. Do funsione: v — l'.?!-_l.

non presenta asintoti verticali (a meno che non si voglia parlare di asintoti imma-
ginari o complessi coniugali, di rette, ciod, non reali delle quali & bene conoscerne
Pesistenza ma il eui studio esula dai limiti del nostro programma).

1] .
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3% una funasione algebrica trrasionale frafla ammelle lanh asinleli verhicali
guanii sono gli zeri reali del suo minimo comun denominators apparténenti all'in-
sieme di emolensa di dulls + radicali di andice pari.

_ &) Esemples La funsione y = J_ definila per X0 ¢ ¥ 1 o il oui demomi-
nalore &i annulla per 1 = Irpﬁr—]unuﬂﬂmhmmuﬂu&m
X = 1 in quants la funsione non exisle aellinforne di X = — 1.

19 le funzioni gomiometriche ammeilono infinili asinfoli rerticali o nessuno,

@) Feemplo. La funsione y = #en x + V3008 X non ammelle asintoli verficali.

7) Esempio. Ln junsivne p = gon 8 - Lang @ omemelte gli dnfinili aoiafoli ceslisnli i
SUATTONS ¢
:—:Elt-l-lh-;i con k intero qualungue.

§) Bsemplo. La funsione y-:%mmim:mm“ma ﬂ
equazione : !
:-;+£h con k inlero qualungue. ':

50 la funzione esponenziale del tipo y = a''™™' ammette tanti asinloli
rerticali quanti sono i valori finiti della x ehe rendono infinita, positiva, la funzione
flz) 8¢ & a> 1, infinita negativa ¢ ¢ 0 <o << 1.

9) Esempio. La funsione ¥y = 5" %) non ha asintoti werticali.

%=1
10) Esemplo. La funsione v = 3%+ ha l'asintoto verticale di equazions x = — 1 ('),

69 [la fumzione logaritmica dei tipo ¥ = log, [ (X) eon [ (X)> 0 ammette
tanti asintodi verticali quanti sono gli zeri reali della funzione [ (x), ¢ i valort fimii
deflla x ehe rendone I (x) — + ™, .

11} Esemplo. La funziene y:—ln
axintofi verficall di equazione :

d'a#n#npﬂ x<0 ¢ x>3 ammeile { dus

T == ) e X = .

W

La precedente casistiea si riferisce alle sole funzioni che intendiamo stu-
diare ma, & bene avvertire, che essa non esaurisce affatto tutti i casi possibili ().

:t—l I
() Attenzione: & lim 3""1-+mmnt'rnﬁ lim 3‘ = .

e R w1
(*) Per esompio, Ia fungione ¥ = it i ammette |'asintoto verticale z = 0

In funzione y = 2% ammette infiniti asintoti di equazione z = —: 4+ 2k, ece....
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B) Asintoti paralleli all'asse delle + o « orizzontalin. Abbjamo wvisto che
(efr. Cap. 111, § 18) se ul lendere di # ad infinito, la funzione y = f (z) tende
al limite finito I, ciod, se s werifica la condizione :

Hm f(x) =1,

T e o

la retta di squazione ¥ = I (parallels all'asse delle 2) & un asintots della fulizione
data. In questo caso & bene osservare che:

19 #¢ una funzione univoca ammotle un asintolo orissontale, quesio ¢ wnico
in base al teorema dell'unieitd del limite.

2° Una funszione polivoca il oui grafico & costituito da pik rami, pud am-
metlere uno o pis asindoli orizcontali.

12 /X 4
) Esemplo. La jfunsione T-lf:+l
vamo di erdinala pesilivn della funeione pilk generals

—3 aper x> —1 il

- /E+8
v x+1

la guale ammetle { due asinioli orizzoniali :
8 | per il sus rams di ordinale posiliva ;
¥ =—1 per il suo ramo di ordinala negativa.

I3) Esempio. La funsione ¥ = ——— & uno dei due rami della funsions poli-
I+4+Fx*—1

x
x4 V=1

Fer la ricerca degli eventuali asintoli ovizzontali, dovremo considerare i seguenti quatiro
i -

droma pils genevale ¥ =

xr—wx 4+ fxi—] —@+ 00 xo—oe 1
¢ lale ramo nom ammeile, a — oo, "arintolo orizsontals ;
00 | 1
Vimi - Lim R i
X%+ o8 ::-|-}" Dﬂ+m=z+-|--1+ ] 1 2
# lale ramo ammette, a + oo, Pasinlole di equasions :r-%:
R Y N R e e e
Ep—my —fxt— | s S o L 1 z

e ks |

-hhrmm,u—bu,l‘nﬂnhhmm:ﬂm Jllr;—:




— 148 —

lim = e et i THe
X+ oo l‘—;.'l"—.'l Q0 = o0 X s 4 0

¢ lale ramo non ammelle, a 1 oo, Pasinlede orizsontale.

x(x + Vs —1) _ i
1

Qualora dovesso risultare difficoltoso il caleolo del limite di uos funziona,
al tendere della r a —co, osserviamo che, essendo :

lim f(r)= Ilim [(— =),

X = = T 4 oo

per studiare il comportamento di una funzione a — o0 basteri studiare quello,
@ + <9, della funsione summétrica della data, rispatto all'usss dells y, [ungzione
che &i ottiene, appunto, scambiando z in — .

Sard, quindi, per esempio :

lim - = lim e = Hm = = o
xb—ne x—Fx'—1 b hm —p—fx—1] X b4 oo I+i1"'_—|- 2

0 Una funszione infinitivoca ha infiniti asinioli orizgoniali o nessuno.

14) Esemplo. La funsione v = arc tgx ha infinili asinioli di equasione :

L

15) Esemplo. La funcione ¥y = nrencn X non ha asindeli erissentali.

4% Una funsione algebrica rasionale intera mon ammetle asinioti orizzon-
tali cesendo, com’ nolo :

lim (a, 2" + 6, 2" 4+ ...+ a,) =oco.

]

56° [Una funzione algebrica rasionale fraitea ammetie :

I'asintoto y =1 (con ! uguale al rapporto dei coefticienti dei termini di
masgimo grado) gquando il nomeratore e il denominatore sono dello stesso
grado (cfr. pag. 52);

per asintoto l'asse delle 2 se il grado del denominatore & maggiore di
quelle del numeratore (clr. pag. 62).
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C) Asintoti obliqui.

Supponiamo il problema risolto e sia ¥ = m@ - ¢ l'asintoto obliquo della
funzione y = [ (z) data.
Indicati con :

Plz;f(®)) e Qlzimz+d)
H ~ "
due punti situati, rispettivamente, sulla .
curva ¢ sul suo asintoto e di wuguale A
ascigsa, per la stessa definizione di asin- ;_,-f“ .
totoa, dovra assars @ i ra ]
. |
lim QP =lim || (z) —(mz +q)| =10 CE [ p— =
I ¢ el
e, & plh forte ragione : Fig. u3.
lim Hﬂ_‘ﬂs_qi_:m AL N [
I e & e & i

Essendo, ovviamente :

im L =o,
FEY

ne segue che i! coefficiente angolare dell’asintoto obliquo (quando esiste) d° una
funsione data & ugnale al

s 1) (1005 1)

rapom &
oppure, in virtd della regola di De L'Hopital:
m = Hm [’ (x) (100; 2)

X - 00

o oib era d’altronde ovvio in quanto il eoefficiente angolare dell'asintoto ¢é il limite,
per x tendenle ad infinily, del cosfficients angolary della tangente alla curra in wn
fuo punto generico.

Infine, per il calcolo di g, osserveremo che la condizione

lim |f(x) —mz—gq| =0

e Ol
pud assnmere, in valore mlative, i due agpetti goguonti ¢
lim[fig) —mz—g]=0 e Ilimimz+tqg—f(z)]=0

] L ]

equivalenti all'unica condizione :
g = lim [f(x)—me]. (100; 3)

I =¥
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— TR

Duty lu fungione g = f(x) la (100 ;1) o la (100 ; 2) « la (100 ; ) ci per-
metteranno di scrivere 'equazione dell'asintoto obliguo (quando esiste). E im-
portante osservare che, nel caso di:

lim E = lim ) (2) =0

Epo & e

#1 ritrova "asinfoto orizzontale il ewi caleolo risulta, quindi, implicito in quello del-
Pasintoto obliguo,

16) EBsemplo. Ualcolare I'eventuale aosilote eblique della funsione .
o A3z 41

22— 05
Eevenuln ¢
m == lim jE-lim l_-—._3:+l—-!--:
X X xses 22X —0X -}
& S .'l:'—:l!-]-l__l . —:+!__i
q-xu.ﬂa[”ﬂ e :l:,.“:n 2x—5 2 H., 4x — 10 i’

la eurva dala presenia [asinfolo obligue di equasione r-%:—%n

Sard, infine, utile osservare che :
1¢ Le junsioni algebriche razionali intere non hanno asintoti obligui essendo :

-1
i ST+ Ll L (_nm._. TS S +%:)_m

EE & F e

cid che ¢i permette di poter concludere che le funzioni algebriche razionali
intere non hanno asintoti di nessun genere.

20 Lo funzioni algebriche rasionali fratle hanno un solo asintolo obliquo
(ehe mon polrd mai coevistere con U'axintoto orizzontale) soltanto quando i grado del
numeratore supera di 1 guello del denominalore, in quanto, dividere per = la fun-
gione significa, in tal caso, rendere il denominatore dello stesso grado del nume-
ratore, condizione indispensabile perché il limite sia finito e diverso da zerc.

Nel easo, poi, delle suddette funzioni razionali fratte (che sono le pid fre-
quenti) & bene tener presente che il binomio m # + g, secondo membro dell’equa-
zione esplicita dell'asintoto obliquo, & il quoziente tra il numeratore e il denomi-
nators dellan fansons.

Infatti, sin data la funzione algebrica razionale fratta:

= A (=)

¥= T

con 4 (x) di grado n > 1 & B (z) di grado n— 1. Indicati, rispettivaments, con @ (<} & con
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R (x) il quoziente e il resto [naturalmente di grado minore di quello di B (x)), ci proponiamo
di far vedere che la retta di equazione :

y =@ (x},
& l'asintoto della funszione data. Essendo infatti:

A (=) E{:}
5 'B—'l.—'- = (=) + B (= }

per la definizione di asintoto, dovrid essere

E(=) - E (=)
y T Aid e B

@ cid & sempre vero in quanto la frazione R (z)/B (z) ha sempr~ per numerators un poli-
nomio di grade minore di quello del denominatore.

Nal sass dal 160 atempis, barteed sssguirs la divisions del mumsrators (0 — 3% 4 1)
per il denominatore [ll-ﬁlm;urmﬂmhﬂﬁm-iﬂ%:—% {gid moto come

mﬂrmﬂrtﬂmmﬂ*ﬁﬂmﬂﬁpﬁ}lpwmﬂm—%+

3¢ Le fungioni irrazionali il owi invieme di definizione wi estends all'infi-
nito potranmo avers anche pid asintoti obligui o asindoti orizzontali ¢ asinfoli
obliqui,

17} Esemplo. Caleolare gli eventuali asintoti obliqui della funzione :

fiw | —mz + g | = tim |t;n=1+

P I -

y=V¥izs—9 {iperbols).
Trattandosi di uno dei due rami della funsione pil generale :
Fe=tjixt—0
| aprmad v
i m = lim I:l:"-—ﬂ____h“ l{*l———hi m'=Hm :_.___“Hu_“m ;'.l_i'_-_g‘.
i X doe x X s T X b on x A-po x
i_ q—llm ['I-' —B—Ex]— q'—lim [_f,‘::l_.,g+g=]_
| X ¢ Bn X - B
li = = = lim ’
: e ViR—0 4 2x B e o=
ollenendo, comd, 1 due asinloli obligui :
Ib ¥y= 2 ¥y = — 2

18) Esemplo. Caleolare gli eventuali asintoti obliqui della funzions y =z — Ve 4+ x—32,
algebrica irrazionals intora di secondo grado (iperbole) definita per s < — 2 6 por 2 5 1.
Tratlandosi di uno dei due rami della funsions pil generale :

y=x+¥r*+x—3
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Avremo :
—
m= lim Ltk e Ot 3: limm (I-— I+l——ﬂ)-ﬁ:
X 3 4 o X b X ;i
2
p — ;-—: i
g= lim (x—yx'4x—2) = lim e I ——— - —
X b toes n++u:+i":'+:-—2 X 5 4 oo { 1 = 4
L4+ 1 4+ ———
x¥
ciod U'asintolo orizsoniale di equasions r-——;.
Tnolire
i e
S TR oll £l A e SRR (:+I +___}_3
X -+ = X<+ 00

Q= lim (x+Vo'+x—2—2x)= lim (' +x—2—3)=

L L

2

1

= = lim .
_.-_‘

'.l-l--i-u I-':'+:—2+: !++u| 14 l 4 1 2

ciod Uasinlolo obliqguo di equasione :
jI'-EI-r--;..

101. - Siudio di una funsione algebrica razionale.
19) Esemplo. Studiare I'andamento della funzione ;s y = % P—g—3sx

8i tracta di wno funsione algebrica raciowale intera di 3° grado (cubica) definita per
qualungue valore della x. Taglia V'asse delle ¥ nell'origine ¢ I'asse dells x nei punti :

(%;ﬂ) :(0:0) ; (’i:——ﬁ;ﬁ).

Traflandony di funsione algebrica rasionale in-
téra, mon ha amnloli. Per la mdl:ﬁ evenluali

max, i
/-\\—/ massimi relalivi, minimi relativi ¢ flessi com fan-
genle orizzonlale, consideriamoe la derivala prima

¥ + T by 1 +il--1' lr"-f'—?l‘—ﬁ;‘.iﬂ

Fig. B4. per Ze=—1 e per xSl



=

i

la funcione ammeble, quindi, un massi-
MHM{—I;%]I“ minimo  nel
punis (3; — 0). Eesendo, inolire :

y/m2x—2m0 por xwml

y =20
la curva ha, nel punto (l;_—nu-

48 eom  longenis  obligua
12x 4 3y—1 = 0 (Fig. 85).

20} Esemplo. Studiare ['andamento

n t ¥ 2

&i trodta di uno funsiene slgebrica ea-
sionale fraffa di 3° grado definila per gua-
Jungue valore dells x. Taglia I"asse delle ¥
ael pundo (0: 1) o non ha ncssuna indorsc-
sione con 'asse delle x. Ha i1 solo asinlolo
oriszontale ¥ = 1 od essendo :

a1
i . IR
T 1 il

| -
di  wquanions

¥y ==

pr

— a3 1,
1
h“m-ﬂ?ﬂﬂ(u-l.-!—] g N

sasiino nel M(l;:—].

¥

;=0

Fig. #5.

S
._'|’+

MBI

I —

i r

Fig. 6.

L

Essends infine ;

23" —6x
r W o ———————— -rﬂ-'
Y (x* - 1)

per x =0, la cwrva presenia,
nol punie (01} un flexsn  com
langenie ¥ = X + 1;

peT
44— V3

Fig. 87.

x=—7V3 ociod: y = 3

o ha wn flesas con langenis :
x+8y—8+3YV8=0;
4413

F:-fz_”hhy- 3

s ha un flesso oon fangente: X + By —8—3Y3= 0 (Fig. 87).








































































