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Geometria dello spazio

4.1 Equazione di un piano.

La condizione di complanaritd di quattro punti P(x, ¥, 2), P, (x;, ¥, 2, b
P, (x4, Y51 25)s Py(%y, ¥y, 25) € data da

x 9 z 1
X ¥ x5 1) 0
Xy, ¥y % 1 '
Xy ¥y 24 1

Sviluppando il determinante si deduce che la relazione sopra indicata ha
la forma

(4.1) ax +by +cz+d=0.

Ogni equazione di questo tipo rappresenta, in un riferimento cartesiano tri-
dimensionale, un piano. Moltiplicando i coefficienti a, b, ¢, d della (4.1) per
uno stesso fattore (diverso da 0) il pianoe non cambia.

Se nella (4.1) maneca una delle coordinate, il piano & parallelo all'asse a-
vente il nome della coordinata mancante e passa per esso se d = 0. Se invece
mancano due delle coordinate, il piano & parallelo al piano avente il nome del-
le variabili mancanti nell’equazione; in particolare, coincide con esso se
d=0.

Ponendo

la (4.1) assume la forma

x

F 49 7
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Questa viene detta equazione segmentaria del piano in quanto i valori p, q ed
r indicando le misure dei segmenti staccati, a partire da.ll‘migine,, sugli assi

coordinati.

4.2 Equazione di un fascio di piani. Stella di piani.

Si definisce fascio di piani la totalitd dei piani dello spazio passanti per
una retta (asse del fascio), o anche la totalitd dei piani paralleli ad un piano
dato.

Se ax + by +cz +d=0, a’x + b’y + ¢’z + d"= 0, sono le equazioni di
due piani appartenenti al fascio, 'equazione del fascio € del tipo

plax +by+ecz+d)+A@x+b'y+c'z+4d)=0.
Se

ax+by+ecz+d=0, a'x +b'y +cz+d'=0,

4.2
(4.2) a"x+b"x+c"z+d"=0

sono le equazioni di tre piani distinti, condizione necessaria e sufficiente
affinché essi appartengano ad uno stesso fascio & che la matrice

a b ¢ d
& B e
ﬂn hll ‘:ll dlr

abbia caratteristica < 2.

Si chiama stella di piani la totalitd dei piani dello spazio passanti per
uno stesso punto (centro della stella) o anche la totaliti dei piani paralleli
ad una retta data. Se le (4.2) sono le equazioni di tre piani non appartenenti
ad uno stesso fascio, I'equazione della stella da essi individuata & del tipo

Max+by+cz+d)+plax+by+cz+d)+

+via"x+ by +cz+d")=0.

Se

(4.3) ax+by+ecz+d=0, ax+b'y+cz+d'=0,
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(4'3} ﬂ”x+b”}r+c”z+d'"=ﬂ‘ d’-“'r_t_amy,i_cmz_'_dm:ﬂ‘

sono le equazioni di quattro piani distinti, condizione necessaria e sufficiente
affinché appartengano alla stessa stella & che

a ' ¢ d
a b v &
; =0.
[4 4;' ﬂ" b:ll CH dn
i::!J-:ll b:lrl f_'l" d!lu-

4.3 Equazioni di una retta.

Affinché tre pund Plx, y, z), P, (x,, ¥,, 2, ), P,(x,, ¥,, 2,), siano alli-
neati, la matrice

(4.5) *

deve avere caratteristica < 3.

Dato che quanto detto impone che siano nulli tutti i minori del terzo
ordine estratti dalla (4.5), la condizione di allineamento di tre punti, sup-
posto x, ¥ X,, ¥, #F ¥ I, ¥ I, pud anche essere posta sotto la seguente
forma equivalente:

1."'.!.'.' _}i'_}'l I_Il
(4.6) = = _
Xg =Xy Ys~ N 7%

Se x, =x,,¥, =¥, €2, #2,,iplanix=x, ed y =y, individuano la recta
richiesta che avrd quindi equazioni

o o

Sex, =x,,¥, #Y, €2 1, la retta ha le seguenti equazioni:
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y= z—z,

Fa=¥ %TH

Ponendo x, ~x, =1, y, =y, =m, 2, —z =n (I, m ed n sono detti coeffi-
cienti direttivi) le (4.6) diventano

(4.7) = =

Le (4.7) prendono il nome di equazioni frazionarie della retta.

Una retta dello spazio pud essere considerata, oltre che congiungente
due punti, come intersezione di due piani; quindi pud essere rappresentata
da un sistema del tipo

ax +by+cz+d=0
(“8) |

ax+by+ez+d'=0.

In pa.rtic:nhm, una retta non pa.t‘a.ﬂe]a al piano xy, si pu&, ad esempio, con-
siderare individuata dall’intersezione di due piani paralleli agli assi x ed y e
quindi pud essere rappresentata da equazioni del tipo

(4.9)

x=gz+p
y=hz+gq .

Le (4.9) Prendonn il nome di Equa.zinm' cartesiane ridotte dalla retta,
mentre le (4.8) si dicono equazioni cartesiane generali della retta.

4.4 Condizione di complanarita di due rette.

Due rette sono complanari se i piani che le individuano appartengono
ad una stessa stella, quindi deve essere nullo il determinante formato dai
coefficienti delle lore quattro equazioni.

Se le due rette sono rappresentate da equazioni ridotte:

x=gz+p x=gz+p'
(4.10) y = hz 4+ qr }r:h'z-i-q’ /
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la condizione di complanariti é data da
€-g)Ng—-q)=(h-h)p-p).
Se, infine, le rette sono rappresentate da equazioni frazionarie

I""'J‘.’l :]."':#'1 I-I,l

(4.11) = = J

(4.12) - - :

la condizione di complanarita diventa

¥1 =% M~ JYa 1T %
| m " =0).

l

0 i

Li]

4.5 Distanza di due punti,

La distanza di due punti P, (x,, ¥,,2,) e P, (x,, ¥,, z,) ¢ data da

L —

Pl.i'-‘z = \-"r{x‘ —.rz}z + {J"I ._.},1:,3 + {zl --32_]2 .

4.6 Coseni direttori di una retta orientata. Coseno dell’'angolo di due rette
orientate,

Si dicono coseni direttori di una retta orientata r i coseni de;g].l anguli

che essa forma con gli assi. Se la retta r & individuata dalle equazioni frazio-
narie (4.7) si ha

! m
cos XT= , CORYr= .

1Vf12+m3+ﬂz i\"’12+m2+ﬂ2

M

CofIr=

+v 2 4 m? 4 n?
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Se la retta r & invece rappresentata dalle equazioni ridotte (4.9), risulta

g h
Cos XT= . cos yr= '
tV gl +h* +1 Vgt +h? +1
1

COsZT =

tV gt +h? +1
Sussiste poi la relazione

cos? xr + cos® yr+ cos® zr=1.
Il coseno dell’angolo formato da due rette orientate r ed s pud essere
individuato conoscendo i coseni direttori delle rette in questione. Se r ed s

sono espresse in forma frazionaria, si ha infatti

“n +mm, +nny
COs rs = L]
tv"’F + m? + n? \flig & mﬁ +ﬂ§

mentre se sono espresse in forma ridotta risulta

gg'+hh'+1

COF T = .

sV +h* +1 - Vg? +h? 41

4.7 Equazione normale di un piano. Coseni direttori di una retta normale
ad un piano.

L’equazione normale di un piano 7 ha la forma
xcosxn+ ycos yn+zcoszn—p=0,

dove p rappresenta la distanza del piano dall’origine (fig. 4.1) e cos x n,
cos yn, cos zn sono i coseni direttori di una retta normale a .

Tale equazione individua anche l'orientazione scelta su . Se il piano @ g
rappresentato da un’equazione del tipo (4.1) la sua equazione normale & da-
ta da
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Figura 4.1

ax+by+cz+d

+vVa? + b2 + 2

=10,

Risulta inoltre che i coseni direttori di una retta normale al piano
ax+ by +cz+d=0sono

a b
COF XN = Y COos Yy = '
tVa? +b? + 2 tva® + bi+ c?
c
COs ITH = .

i\/az +b? +c?

4.8 Distanza di un punto da un piano,

Dato un punto P(x,, y,, z,) qualsiasi dello spazio, la sua distanza da
un piano ax + by + cz +d=0¢ datada

ax, + EJ_}'H +cz, +d

t\'"‘az +b* +¢°

Nel caso particolare che il punto considerato coincida con l'origine la
distanza in questione vale

d

tu’fﬁ + b? + 2
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4.9 Condizioni di parallelismo e perpendicolarita tra piani, tra rette, tra
piani e rette.

Condizione di parallelismo tra due piani. Se i piani hanno equazioni
ax+by+ecz+d=0,ax+b'y+c'z+ d’'=0, la condizione & data da

a b c

g B

Si ha quindi che il piano parallelo al piano ax + by + ¢z + d=0, e passante
per P(x,. ¥4, 2,) ha per equazione ] 1
N o M ST
alx—x,) + bly =y, ) +clz—z,)=0. yﬁxﬁﬁ'
——
Condizione di parallelismo tra due rette. Se le due rette somo individua-
te dai piani aventi per equazioni le (4.3), la condizione di parallelismo si ot-
tiene imponendo che i quattro piani siano paralleli ad una stessa retta, cioé
che sia nulla la matrice formata dalle prime tre verticali del determinante
(4.4).
Se le rette sono rappresentate dalle equazioni ridotte (4.10) deve esse-

re
g=g" h=h",
Se, infine, le rette sono individuate dalle equazioni frazionarie (4.11)
deve essere
I m n
Ly m, M

Condizione di parallelismo tra una retta e un piano. Se la retta & indi-
viduata dalle (4.8) e il piano ha equazione a” + by + ¢z + d"=01a
condizione & data da

b c
r o " =
n b.ﬂ BF

Se la retta & rappresentata dalle equazioni ridotte (4.9) ed il piano ha per
equazione la (4.1), deve essere

ag +bh+c=0.

7
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Se infine, la retta ha per equazioni le (4.7) ed il piano ha per equazio-
ne (4.1) deve essere

al + bm + en=0.

Condizione di perperrd:'mlarit& tra due piani. Se i due piani hanno equa-
zioni ax + by + ¢z + d=0,a'% + b'x 4 ¢z + d'=0 la condizione ¢ data da

aa’+ bb'+cc'=0.

Condizione di perpendicolaritd tra due rette. Se le rette sono rappre-
sentate dalle equazioni ridotte deve essere

gg'+hh’+1=0,

mentre se hanno per equazionile (4.7) e

deve risultare
Hu + mmy +nn, = 0.

Condizione di perpendicolaritd tra una retta e un piano. Se la retta ha
per equazioni le (4.7) e il piano ha per equazione la (4.1) deve essere

a b

8D
! m_ | :

Eeg‘ue che la retta normale al piano di equazione (4.1) e passante per
P(xy, ¥4+ Zo) ha le equazioni

=2, Y—V5 T

a b c ;

mentre il piano normale alla retta di equazioni (4.7) e passante per Plxgs ¥
z, ) ha I'equazione

i{x—xﬂj+ml}_}r~—}rn}+nﬂz—zﬂ}=ﬂ.
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Figura 4.2
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4.10 Distanza di un punto da una retta.
Sia Alxy, ¥g, Zo) un punto ed r una retta non appartenente ad A di

equazioni

ax+by+cz+d=0
a'x+ by +cz+d'=0.

Per determinare la distanza tra A ed r, occorre individuare il punto B
di r pex cui passa il piano & condotto da A perpendicolare ad r (fig. 4.2).

/=7

| coefficienti direttivi di r siano |, m, n. Com’é noto, se

Iﬂ b cI
a b ¢

¢ la matrice dei coefficienti delle equazioni che individuano r,

b ¢
b ¢’

a b
a bl

4

(4.34) l:m:n=

‘I.l l_:J'

Determinati |, m, n, si ha che, a meno di un fattore di proporzionalitd non
nullo,

=, ) + m(y —=yo) +nlz—z,)=0
& I'equazione del piano &, Considerando il sistema
ax+by+cz+d=0

ax+by+ez4+d=0
f{x—xuj+m{y—}'u_]+n[z—zﬂ;l=ﬂ 3
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si determina B, quindi applicando la formula della distanza, si trova AB.

4.11 Area del triangolo.

L'area del triangolo avente per vertici i punti P, (x, yy, 21 Py (%5 ¥50 2, b
P, (x,, ¥4, 2;) € espressa dalla relazione

% @ 1P e w5 2P e oy AP
=t Yp 2, li+lz, % 1i+|x; y, 1

¥y % 1 7y %y 1 53 ¥y 1

4.12 Elementi impropri. Coordinate cartesiane omogenee.

In modo perfettamente analogo al caso visto nella geometria piana si di-
ce che, nello spazio, due rette sono parallele tra loro se hanno lo stesso
punto improprio. Quando due piani sono paralleli, cioé hanno la stessa gia-
citura, si dice invece che hanno la stessa retta impropria. La totalitd dei pun-
ti e delle rette improprie dello spazio si dice poi che formano il piano im-
proprio dello spazio.

Anche in questo caso per rappresentare analiticamente gli enti geometri-
ci sopra indicati, dovremo servirci di un tipo particolare di coordinate: le
coordinate cartesiane omogenee. Diciamo coordinate cartesiane omogenee
di un punto P(x, y, z) quattro numeri x,, ¥;, X,, ¥;, COn X, # 0 tali che

(4.13) x=—, y=—, z=—.

Si vede che, dati x, y, z, si possono determinare in infiniti modi quattro nu-
i ey My Xy tali da soddisfare le (4.13); basta infatti dare un valore
qualsiasi non nullo ad x,, ¢ ricavare poi con le (4.13) i valori di x,, x,, x;.

meri x

Viceversa, noti x,, x,, X5, X3, si ottiene una sola terna di valori x, y, z sed-
disfacenti le (4.13).

Un punto improprio é rappresentato dalla quaterna x,= 0, x,, x,, X5,
equivalente a 0, px,, px,, px,, dove X, X5, X5 NON S0N0 eutti nulli, 11 pun-
to improprio della retta avente per equazioni le (4.13) ha per coordinate
ﬂ! Il H, H.

Essendo I'equazione del piano improprio x; = 0, la retta impropria del
piano ax + bx + cz + d = 0 ossia del piano avente in coordinate omogenee
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Pequazione ax, + by, + cz, + dx, =0 & rappresentata dal sistema di equa-
zioni

ax, +Elx2+c:-r!+dxn=ﬂ

xﬂ=ﬂ

o anche

ax, + bxz +cx, =0,
X = 0.
Si ha poi che, affinché¢ quattro punti impropri P, (x,, x,, x,, %,),
P, (¥gs ¥11 ¥as ¥y b Pylz,, Zya 20 25)s Pylty, by, 1y, ty) siano complanari,
deve essere

4.13 Cilindro, cono, sfera.
Si dice cilindro il luogo delle o' rette (dette generatrici) parallele ad
una retta data e condotte per gli o' punti di una curvaé’) (detta direttrice).
Si dimostra che, uguagliando a zero una funzione arbitraria di due po-
linomi lineari L, M nelle coordinate x, y, z, si ottiene I'equazione di un ci-
lindro avente le generatrici parallele alla retta di equazioni
L=0,
M= 0.
In particolare, un'equazione del tipo f(x, y) = 0 (che nel piano x, y sappia-

mo rappresenta una curva), nello spazio individua un cilindro avente per
generatrici le rette parallele all’asse z e passanti per i punti della curva

flx, ¥)=0

z= 0,

Si definisce cono il luogo delle oo’ rette (dette generatrici) congiungenti
I 4
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glico' punti di una curva con un punto dato ¥ (detto vertice).

Uguagliando a zero una funzione omogenea di tre polinomi lineari L, M,
N, nelle coordinate cartesiane x, y, z, si ha 'equazione di un cono avente
il vertice coincidente col punto di intersezione dei tre piani L = 0, M = 0,
N = 0. In particolare un’equazione del tipo f{x, y, z) = 0 dove f(x, v, z) & una
funzione omogenea di grado n, rappresenta 'equazione di un cono avente
il vertice coindicente con l'origine degli assi.

Cilindro e cono sono esempi di superfici rigate. Una superficie & detta
rigata quando € costituita da un insieme di rette soddisfacenti ad una data
condizione.

Diciamo, infine, sfera il luogo dei punti dello spaziu la cui distanza da
un punto fisso & costante. Essa & rappresentata da un’equazione del tipo

24+ vy 422 bax+by+cz+d=0.

Le coordinate del centro sono date da

mentre il raggio vale

%"v"‘ﬂ?+b‘2 +c?-4d .

Dato un punto C{ag, b, ¢) e una distanza r, la sfera avente centroC e rag-
gio r ha I'equazione:

(x—a) + (y=b? +(z-c)? =1~

La sfera & una superficie algebrica del secondo ordine, dunque una
qﬂad.rica, come vedremo.

4.14 Generalita sulle superfici e sulle curve sghembe.

Se, data un'equazione del tipo

(4.14) fix, 3, 2)=0

nelle tre variabili reali x, y, z, consideriamo gli co® punti dello spazio le cui
coordinate soddisfano |'equazione stessa, vediamo che l'insieme di questi
costituisce una superficie che si dice appunto rappresentata dall’equazione
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(4. 14) (equazione cartesiana della superficie).
Una superficie pu® essere rappresentata anche da un’equazione del tipo

(4.15) 2= plx, y).

La (4.15) viene detta forma esplicita dell'equazione di una superficie.

Se flx, ¥, z) = 0 & un polinomio in x, y, z, la superficie individuata
viene chiamata algebrica e il grado del polinomio fix, y, z) viene detto
ordine della superficie.

Tre superfici algebriche di ordine m, n, p non passanti per una stessa
curva hanno m . n- p punti in comune {teorema di Bézout per le superfi-
ci).

Spesso una superficie anziché essere individuata da un’equazione del
tipo (4.14) o (4.15) viene rappresentata mediante espresssioni del tipo

x = flu, v)
(4.16) y=v(u, v)
z=Y(u, v),

dove f, ¢, ¥, sono funzioni continue ad un sol valore dei due parametri
indipendenti u e v. Le (4.16) sono dette equazioni parametriche ordinarie
della superficie; I'equazione cartesiana (4.14) si ottiene eliminando fra le
(4.16) i parametri u e v. Se, in particolare, le {4.16) sono lineari inuew, la
superficie individuata & un piane.

Attenzione. Non & detto che le (4.16) esprimono sempre le equazioni di
una superficie, qualunque siano f, ¢, ¥. Affinché non siano invece le equazio-

ni di una curva, occorre che la matrice

af dy ay
du du du

af dy GRY)
dv dy dv

abbia caratteristica 2, cioé non siano tutti nulli i minori del secondo ordine
da essa estratti,

Esempio. Siano
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x=u? -2ur+1v* -1
y=2u+2-2v
z=u—v+1

le equazioni di un dato ente geometrico nello spazio. Si trarta di una

superﬁcie?
Essendo
i)
—=2u—2v, —f=-2u+21-*
i du
EE=2I E—f:_zh
du dv
dy G
—=1, — ]
o du 1
consideriamo
M= 2(u—v) 2 11].

-2 (n=-v) -2 =i

La matrice M ha chiaramente caratteristica 1: dunque il sistema propo-
sto rappresenta una curva; anzi, se poniamo u — v = #, si hanno le equazioni
parametriche ordinarie ottenute con un solo parametro:

x=t -1
y=2t+2
r=t41.

Oltre alle (4. 16) esistono poi anche le cosiddette equazioni parametri-
che generalizzate di una superficie. Esse sono del tipo

flx, y, ziu)=0

elx, v, z;u)=0
o del tipo

fix, v, ziu, v)=0

wlix, y, ziu, v)=0
Vix, 9, z;u,v)=0.
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Anche in questi casi 'eliminazione del parametro (o dei parametri) posta alla
individuazione della equazione cartesiana,

Fra le superfici hanno poi una particolare importanza, oltre alle gid ri-
cordate superfici rigate, luogo di o' rette, anche le superfici di rotazione,
cioé quelle superfici descritte da una curva che ruoti attorno ad una retta
fissa (asse).

Una curva dello spazio, in generale, pud essere definita come il luogo
dei punti comuni alle due superfici di equazioni

(4.17) flz, y,2)=0
w(x, ¥, z)=0.

Le (4.17) sono dette, appunto equazioni cartesiane della curva.

Se una curva puo considerarsi come intersezione completa di due super-
fici algebriche di ordine m ed n viene chiamata algebrica; il valore m - n
viene detto ordine della curva. Si ha anche che una curva di questo tipo vie-
ne intersecata da un piano generico dello spazio in m + n punti reali o imma-
ginari, propri o impropri, distinti o coincidenti.

Spesso nella rappresentazione di una curva si esprimono le coordinate
x, ¥, z mediante funzioni ad un solo valore di una variabile ausiliaria u po-

nendo
x = flu)
(4.18) ¥ =p(u)
2= (u)

Le (4.18) sono chiamate equazioni parametriche ordinarie della curva; se,
in particolare, esse risultano lineari in u, allora la curva individuata & una
retta.

Esistono poi anche le equazioni parametriche generalizzate di una curva;
esse sono del tipo

flx, y,z;u)=0
wix, vy, z;u)=0
Vix, ¥, z;u)=0

DPFII.I['E
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4.15 Piano tangente ad una superficie. Retta tangente ad una curva sghem-
ba.

In un punto P(x,, y,, 2,) di una superficie §, I'equazione del piano
tangente vale

af( P P atiP
2 o B ) B

se § & rappresentata da un'equazione del tipo (4.14), ovvero

a'i":xﬂl }'{l.}

a‘p{an,}lﬁj
R = )

2=z, =(x—x,)

0 0 dy
se § & espressa in forma esplicita, cioé con un’equazione del tipo (4.15). Se
la superficie & invece individuata dalle equazioni parametriche (4.16), e
P(u,, v,) &il punto di tangenza, I'equazione del piano tangente ¢

Data una curva % espressa dalle equazioni cartesiane (4.17}, la retta

x—flP)  y-eP)  z-YP)|
af(P) dp(P) aY(P)
du du ou
AP dp(P) ay(P)
dy dv dv

tangente in un punto P(x,, y,, 2, ) di’ ha equazioni

afP afi P
{x—xﬂyﬁﬂrm%ﬂz 20) 5 =0
20(P) d91P)

(% —x,)

se invece la curva & espressa nella forma parametrica (4.18), la tangente in

+(y-

?1‘{2— 0




4 Geometria dello spazio

P[uu ) vale

x—fiP)_ y-wlP) _ z-y(P)
) w(P) V(P

Esercizio 4.1.
Data la retta
x+y—224+2=0
2Zx+2y-z+1=0
ricavarne le equazioni ridotte.
Moltiplicando la prima equazione per — 2 e sommando abbiamo
(4.1.1) z=1.
Sostituendo, ad esempio nella prima equazione, si ha
(4.1.2) x+y=0,
La (4.1.1) e la (4.1.2) individuano le equazioni ridotte della retta assegnata:
x+y=0
z=1.
Esercizio 4.2.

Trovare le equazioni ridotte della retta

x—}r+22—l=ﬂ'
2x+y—-z+2=0.

Sommando le due equazioni si ottiene

3x+z41=0.
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4 Geometria dello spazio
Moltiplicando la prima equazione per — 2 ¢ sommandola alla seconda si ha
3y=5z2+44=0.

Abbiamo quindi il sistema di equazioni ridotte

Wil ol
L Lk
LB ok
il

E' opportunc notare che questo é un sistema di equazioni ridotte ma
non solo il possibile. Infatti, anziché considerare due piani paralleli all’asse y
e all’asse x possiamo servirci di due piani paralleli all’asse z e all'asse x ed ave-
re cosi il sistema

1 3

XE——y — —
e
g Ny

T —y——
57 5

oppure considerare due piani paralleli all’asse z e all’asse y ottenendo il si-
stema

y=—5x-3

r=—3x-1

Esercizio 4.3.

Determinare i coefficienti direttivi e i coseni direttori delle rette

3.] l=}r_1=21+1’ h] x=2z4+1
2 y==z=2

) 2x—-y+z+2=0 S) x=y+3
x—3y+2z-1=0, =1,

]

a) Perché la retta data abbia proprio I'espressione delle equazioni fra-
zionarie, debbono essere uguali ad 1 i coefficienti delle incognite, quindi

SCTIVEremo
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4 Geometria dello spazio

164

& —
x }rv-l_
- SRR | 1
2

I coefficienti direttivi sono quindi proporzionali ai numeri 2, 1, 1/2, mentre
i coseni direttori valgono:

2 1
' cosza=

4
R T Cos ya= g et
EN 21 v 21 v 21

Cos xa=

b) 1l sistema dato pud scriversi sotto la forma

x=-1

2

T =

IE—[JJ + 2}!

da cui si trae Iespressione delle equazioni frazionarie:
EI

=] ' y¥2

2 1

=2 .

Quindi i coefficienti direttivi sono proporzionali ai numeri 2, - 1, 1, mentre
i coseni direttori valgono

2 1 1
» coshy= v coshz=

Ve Ve ' V6

cos bx =

r) Possiamo procedere nel modo seguente. Supponendo che la prima
e la seconda equazione del sistema rappresentino i piani @ e 3 di cui r & in-
tersezione; consideriamo (fig. 4.3) le rette n, e n,, normali ai piani e quindi
anche a r. Com’é noto, la condizione di perpendicolariti di due rette & data

da
ar, +br, +cr, =0

dove a, b e ¢ sono i coefficienti direttivi della normale e Fy» Ty T3 i coef-
ficienti direttivi di r. Essendo poi i coefficienti direttivi di ciascuna normale



Figura 4.3

4 Geometria dello spazio

proporzionali ai coefficienti delle incognite nell’equazione del piano, si han-
no le seguenti condizioni

Erl -5+ r3=ﬂ
1|‘1~--.'?!r1"2 + 2r3=l}.

Questo sistema ammette oo soluzioni date da

r,=pA

1 ==pA,, n=pA,

1+ Ty 3

dove A, A,, Ay, sono i minori ottenuti dalla matrice dei coefficienti sop-
primendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza colonna. Si ha quin-

di:
rn =p(1), r, =p(—3), ry =p(—3) .
I coefficienti direttivi sono pertanto proporzionali ai numeri — 1, 3, 5. I co-

seni direttori sono invece

1 3 5
— cos Ty = cosrz=
v 35

COSTXx =

£y/35 ' +V35

1l sistema dato si pud scrivere
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4 Geometria dello spazio

Dalla matrice dei coefficienti

Il 1 ﬂ‘
0 9 1

applicando il metodo visto per la retta r, si ha:

§ =p(—1), 5 =p(1), s3 =p(0) .

Quindi i coefficienti direttivi sono proporzionali a — 1, 1, 0, mentre i coseni
direttori sono dati da

1 1
, COS sy = i
V2 +v2

cos 5x = cos $z=0.

Esercizio 4.4.

Determinare I'equazione normale del piano x +y + 22— 3=0e i coef-
ficienti direttivi e i coseni direttori della normale n ad esso. Caratterizzare
i segni prendendo come verso positivo su n quello che va da O verso il piano.

EssendoVa? + b? + ¢® =V6 si ha che I'equazione normale del piano &

1
g xil 2 3

== ¥yt z ¥ =
V6 ve e Ve

ﬂl‘

Dato che I'espressione normale di un piano & del tipo

xcosxn+ycosyn+zcoszn—p=0,

tenendo conto del verso assegnato si ha

1 1 2

COsxn=4+——, CoOsSyH=+——, coszn=+4+—no

Ve 0 Ve
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Esercizio 4.5,

4 Geometria dello spazio

Determinare il piano passante per la retta r di equazioni x=2y+1=~-z2
e il punto A2, - 2, 1)

Dalle equazioni date possiamo ricavare le equazioni di due piani pas-
santi per r:

x=2y=1=0, x+z=0.
Quindi 'equazione del fascio di piani di cui r & I’asse ha equazione
(4.5.1) x=2y—14Nx+2)=0.
Dato che di questo fascio dobbiamo trovare quel piano che contiene A, so-
stituendo ad x, y, z rispettivamente i valori 2, — 2, 1, otterremo per A un
particolare valore (— 5/3) che, sostituito nell'equazione del fascio (4.5.1),

porgerd I'equazione del piano cercato:

2x+ 6y 4+ 5z2—-3=0.
+

Esercizio 4.6.

Determinare il piano passante per la retta r di equazioni x=2y + 1==2
e parallelo alla retta s di equazioni x =2y = 3z .

Dobbiamo ancora servirci dell’equazione del fascio avente per asse r,
cio¢ dell'equazione

x=2y=14+xA{x+2)=0
che possiamo anche scrivere
(4.6.1) (1+Nx—-2y+Arz—1=0.
Per soddisfare le condizioni richieste, la normale al piano cercato deve esse-
re normale anche ad 5. Dalla condizione di perpendicolarita di due rette, es-

sendo i coefficienti direttivi della normale uguali ai coefficienti delle incogni-
te nell’equazione del piano, si ha:
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4 Geometria dello spazio

1 1
|[1+?|.J~1+?*{-2J+?{1}=ﬂ+

da cui si ricava A = 0. Sostituendo questo valore nella (4.6.1) si ottiene 'e-

quazione del piano cercato:

x=2y=1=0.

Esercizio 4.7,

Determinare ['equazione del piano contenente la retta r di equazioni
x =2y + 1=—2z ¢ normale al piano x + y = 0.

L’equazione del fascio di piani per r €, come gia abbiamo visto, data da
(1+XN)x—2y+Az—1=0.
Ricordando la condizione di perpendicolariti di due piani si ha
1

(14+7):0-2+ §=0,

da cui si trae A =g, Sostituendo questo valore nell’equazione del fascio si
ottiene P'equazione del piano cercato:

3x-2y+2_z—l=ﬂ.

Esercizio 4.8.

Determinare il piano passante per A(1, 0, 2) e parallelo alla retta v di
equazioni x =y = z e alla retta " di equazioni

x+3}'=ﬂ
x—y+z-1=0.

Tutri i piani passanti per Acostituiscono una stella di equazione

alx=1)+ by +¢clz—-2)=0,

168



4 Geometria dello spazio
0ssia
(4.8.1) ax+by+cz—a-2¢=0.

Dobbiamo determinare a, b, e ¢ in modo che siano soddisfatte le condizioni
imposte dal problema. Se il piano ¢ parallelo ad r’ e ad r” vuol dire che la nor-
male ad esso dovra riuscire perpendicolare tanto ad r’ quanto ad r”. Quindi
dovranno essere soddisfatte le condizioni

al + bm+en=0

4.8.2
( ) al, + bm, + en, =0,

dove I, m ed n uguali rispettivamente a 1, 1, 1, sono i coefficienti direttivi
dir’, el,, m,, n, sono i coefficienti direttivi di r”. Dato che la matrice dei
coefficienti rappresentante quest’ultima retta &

si ottiene fu =3,my=—1,n,=-4 Quindi il sistema (4.8.2) diventa

a+b+ec=0
Ja-b—-4c=0.

Le soluzioni diverse dalla ovvia di questo sistema sono proporzionali ai mi-
nori, presi a segni alterni (+, —, +), estratti dalla matrice

Il 1 ]I
; MR MR

cioé si ha
a=p (- 3), b==p{-7), c=p-(—4).

Sostituendo questi valori nella (4.8.1) ed eliminando p si ottiene 'equazione
del piano cercato:

Jx=Ty 4+ 4x—11=1.
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4 Geometria dello spazio

Esercizio 4.9,

Determinare la distanza del punto A(1, 0, 2) dalla retta r di equazioni
x=y—2
z=3.
Per valutare tale distanza dobbiamo considerare tra le o' rette passanti
per A e normali ad r, quella incidente la retta medesima; tale retta & contenu-

ta in un piano 7 passante pci' A e perpendicolare ad r. L'equazione della stel-
la di piani di centro A &

9
(4.9.1) ¢ alx—=1)+by+¢(z—-2)=0,

Ll

Imponendo la condizione di perpendicolariti tra la retta r e il piano 7 si ha

dove I, m ed n si traggono dalla matrice
I 1 -1 0 |
0 0 1

nel modo noto e valgono 1, 1, 0. Le condizioni di perpendicolaritd sopra-
indicata diventa quindi

ossia, con un artificio ormai noto,

Il

0
b.

¢

a

Ponendo a=b =1 si ha, sostituendo in (4.9.1), l';:quazicne del piano
x=14+y=0.

Pertanto, dal sistema
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4 Geometria dello spazio

x=y—1 W .
z=23 e
x+y=1=&n"

si ottengono le coordinate di H, punto d'incontro della retta r con la norma-
le p. Risulta H(—1/2, 3/2, 3), quindi &

AH = 1+—1~1+-§-2 +{2—~3)3=Vﬁ.
Va4 +

Esercizio 4.10.

Determinare per A(3, — 1, 2) la parallela alla retta r di equazioni

x—y=1=0
I_z=n1

I coefficienti direttivi della retta r si ricavano, come sappiamo, dalla ma-
trice

e valgono 1, 1, 0. Se I, m’, n’ sono i coefficienti direttivi della retea s, retta
parallela ad r e passante per A, per la condizione di parallelismo si ha

I . m n
I!_ mJ ﬂlll
cioe
1 Eh 1 I 0
F w n
da cui
J=ﬂ
'=m',

Dall’espressione generica delle equazioni frazionarie, ponendo m’'=1 e quin-
di I'=1 si hanno le equazioni della retta s cercata:
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4 Geometria dello spazio

x=3=y+1
x—2=0,
ossla
x=y+4=0
z2=-2=0.
Esercizio 4.11.
Date le rette
‘) x—y+ 2z 0 ) x=y
Ix=y+z-=1=0, z=1,

verificare se sono complanari e, in tale ipotesi, determinare 'equazione del
piano che le contiene e il loro punto di intersezione.

Se r ed r’ sono complanari vuol dire che i quattro piani appartengono
ad una stessa stella. Se cid & vero deve verificarsi la relazione

& ‘P ¢ 4
ﬂ.l- b.l' EJ d‘r
= ﬂ-l
i o L
am bm t:m dm

1 -1 2 -1
P o me M
1 -1 0 1
0 0 1 =1
51 ha infatti
1 1 1 1 2
A=(-1)2 1 1|l+¢1n-]2 1 1| =0
1 1 1 1 1 0
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4 Geometria dello spazio

quindi r ed r’ sono complanari.
Determiniamo ora il punto comune alle due rette coincidenti con il
punto comune ai quattro piani che le determinano. Abbiamo

x=y +2z=1=0
2x—y4+z—-1=0
x=y=1

z=1.

Risolvendo il sistema si trova che il punto P di intersezione ha le coordinate
(1, 2,1}

Determiniamo ora l'equazione del piano contenente r ed r’. Evidente-
mente tale piano sard 'unico piano comune tanto al fascio di asse r quanto
al fascio di asse r’. Sommando, nel sistema che individua r’, il primo mem-

bro della prima equazione con il valore doppio del primo membro della se-
conda si ha

(4.11.1) x—y+2:2-1=0

che figura anche nel sistema che individua la retta r; quindi il piano di equa-
zione (4.11.1) & il piano cercato.

Esercizio 4.12.

Data la retta r di equazioni ;J,:J_ H F!? .;'l"f ,f_
z=2x+1
y=1

e il punto P(2, 1, 2}, trovare l'equazione della retta n uscente da P, ortogo-

nale ed incidente r.

Si tratta anzitutto di trovare il piano 7 contenente P e normale ad r.
La stella di piani di centro P ha equazione

(4.12.1) alx—2) + bly = 1) + c(z = 2) =0.

I coefficienti direttivi di r si ottengono dalla matrice
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4 Geometria dello spazio

e valgono 1, 0, 2. Per la condizione di perpendicolaritd tra il piano w e la
retta r di cui si & detto, deve essere

T
-
da cui segue
b=0 a=1, c=2

Dalla {(4.12.1) abbiamo quindi I'equazione del piano m:
x4+ 2z=-6=0.

Per trovare le coordinate del punto H, punto intersezione di r con 7, dob-
biamo pertanto considerare il sistema

4+ 2x 41
yoml
x4+ 2z—-6=0.

Risolvendo si ha H{4/5, 1, 13/5). La retta n in questione coincide con laret-
ta congiungente H con P, quindi ha equazione

s T het PR e
4 Cheq 13

P, Futind
5

5

¥

ossia

x4+ 2z—-6=0
y=1=0.

Esercizio 4.13.
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4 Geometria dello spazio

z—=2x=0
b =z=4 ‘
a) gD, ) y==2 +x

determinare l'equazione della retta perpendicolare tanto ad a quanto a b ed
incidente le rette medesime.

Prendiamo su a un generico punto P. Tenendo conto che per tale retta
valgono le relazioni z = 2x, y = — 4, possiamo indicare le coordinate di P
per mezzo di un solo parametro, cioé possiamo serivere Ple, — 4, 2a), dopo
aver posto x = .. Analogamente, preso un punto Q generico su b, potremo
usare la notazione: Q(f, p + 4, § + 4). La retta PQ viene quindi ad avere
le equazioni

e I+ o SO ...
B—a f+4+4 B+4-2a

(4.13.1)

Dato che i coefficienti directivi, ricavati con il consueto procedimento, valgo-
no, per larettaa: 1,0, 2 e per la retta b: 1, 1, 1, possiamo imporre la duplice
condizione di perpendicolaritd

(B-a)+ (B+8):- 04+ (f—2a+4)-2=0
(B—a) + (B +8) + (B—2a+4)=0. C,K

St

Dal sistema cosi formato, risolvendo, si trae

Sostituendo tali valori nella (4.13.1) si ottiene I'equazione della retta cercata:

x+ 2

=y+4=z4+4,
Esercizio 4.14. My acl o ¥ o I
JLIF e
Trovare la minima distanza fra le rette
) x-22_=[} b) g
y+2=0,

Possiamo seguire questo procedimento: trovata I’equazione del piano
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Figura 4.4

176

o passante per a ¢ parallelo a b (fig, 4.4), determiniamo la distanza da @ di un
generico punto P di b: questa distanza é la minima distanza tra le due rette.

L'equazione del fascio diasse a e
(4.14.1) x =22+ Ay +2)=0,
ossia

x+Ay—2z+2A=0.

Se @ deve essere parallelo a b dovra essere al + bm + cn =0, cioé, essendo,
per larettab,l: m:n=0:0:1, dovri essere

l.04+Ah-0-2=0.

Si vede che tale espressione non & soddisfatta da alcun valore finito di X;
possiamo quindi pensare A = oo, ricordando che A esprime un rapporto di
due parametri. Dalla (4.14.1) abbiamo quindi che I'equazione del piano &
e

y+2=0.

Per trovare la minima distanza richiesta prendiamo un punto qualsiasi su b,
ad esempio, P(2, 2, 0). Abbiamo
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242
v 1

____l ax, + by, +cz, +d

—
=

= 4,

£V a? 4 b2 + ¢

Esercizio 4.15.

Si determini la retta dello spazio passante per A(0, 0, 1), parallela al
piano o di equazione z + 2y — 2x =0 e che si appoggia (cioé é incidente) al-
la retta r di equazioni

Yy=x-1
g=2%x.

Consideriamo il piano § individuato da A e da r, poi costruiame il piano
' passante per A e parallelo ad o L'intersezione di &' e di § individua la ret-
ta cercata.

L'equazione del fascio di asse r &

(4.15.1) y—x+1+Az—-2x)=0.

Imponendo il passaggio per A si ricava A = — 1. Sostituendo questo valore
nella (4.15.1) si ha l'equazione del piano §:

x+y—-z41=0.

Determiniamo ora I'equazione del piano o', La stella di piani di centro A ha
equazione

(4.15.2) ax+by+c(z—1)=0.

Per la condizione di paralh:lisrnu di due piani si ha

i

b SR
=

Quindi, ponendo nella (4.15.2) a =— 2, b ='2, ¢ = 1, si ottiene appunto l'e-
quazione dia’:

2x—2y—z+1=0,
La retta cercata ¢ pertanto individuata dalle equazioni
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x+y—24+1=0

Esercizio 4.16.

Scrivere le equaziond dei piani passanti per il punto P(2, 2, 0) aventi
dall’origine una distanza uguale ad 1/6 e paralleli alla retta r di equazioni

Possiamo procedere nel modo seguente (fig. 4.5): considerata la sfera
di centro O e raggio 1/6 si pud osservare che ogni piano ad essa tangente
risulta distante 1/6 da O; mandando per r,, retta per P parallela ad r, i piani
tangenti alla sfera, si ottengono i piani cercati.

Figura 4.5

Troviamo intanto ry- Si ha

g g
(4.16.1) e
ICI ﬂ"lu ﬂﬂ

Per la condizione di parallelismo traredr, e
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B e S e
ST R
dove 1, — 1, 0 sono rispettivamente proporzionali ai coefficienti direttivi
l, m ed n di r. Quindi la retta r , in base alla (4.16.1), ¢ individuata dalle
equazioni
z=0
x+y—4=0

Consideriamo ora il fascio di piani avente per asse r, ;esso ha per equazione

1:
x+y—4+h2=0,

Tra questo fascio noi dobbiamo scegliere quei piani che distano dall’origine
1/6; deve quindi essere
=) 1

"E"l

OT =

.
=

£ 14 14 A*

da cui si trae A=1V 574 . Pertanto i piani che godono delle proprieta richie-
ste sono due ed hanno le equazioni

x+y+V 574 z-4=0,
x+y—v 574 z- 4=0.

Esercizio 4.17.

Trovare i piani pr.:mﬂefr' alla retta r oi equazioni

x=2y
z=1{

e perpendicolari al piano a di equazione 2x + ¢ = 0 e distanti 1 dal punto
P(0, 0, 2).

Consideriamo 'equazione generica di un piano

(4.17.1) ax+b}r+cz+d=ﬂ.
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Dato che i coefficienti direttivi della r valgono rispettivamente 2, 1, 0, per la
condizione di parallelismo con la retta r si ha

2a+ b=0.
Per la condizione di perpendicolarita al piano @ deve poi valere la relazione
2a4c=0.

Infine, dato che i piani debbono essere tutti distanti 1 da P, abbiamao

2c+d

+v a2 + b2 4 2

= l +

Possiamo quindi comporre il sistema

Za+b=0
2Za+c=0
4c? +4cd+d* =a® + b* + 2.

Risolvendo, si ottengono le soluzioni

b=-2a
c=-=2a
d=Ta

b:—-za
€= 2a

d=a .

Quindii piani soddisfacenti le condizioni imposte sono due ed hanno le equa-

zioni

x=2y=224+7=0, x—2y—2z41=0.

Esercizio 4.18.

Data la curva dello spazio avente le equazioni parametriche
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J'|:=t2
(4.18.1) y=t—1
z=1t4 =T,

1) scrivere le coordinate di un punto che stia sulla curva;
2) trovare un punto che non stia sulla curva;
3) verificare se il punto P(3, 1, — 1) sta sulla curva.

1) Basta dare a ¢ un valore qualsiasi appartenente all’insieme di defi-
nizione; per esempio, ponendo ¢t = 0 si ha

Q(o, - 1, 1).

2) Se poniamo, ad esempio, x = 0, dalla prima equazione abbiamo ¢ = 0.
Dando nelle altre equazioni a ¢ valori diversi da 0 otterremo un punto che
non sta sulla curva in quanto il sistema (4.18.1) non & soddisfatto da uno
stesso valore del parametro t. Per esempio, il punto T(0, 0, 0) certamente
non sta 5“."3. curva.

3) Bostituendo si ha

Osservando che la terza equazione é soddisfatta solo per t = 0, valore che
non soddisfa la prima e la seconda equazione, possiamo dire che non esiste
un valore di t tale da soddisfare il sistema. Quindi il punto P non sta sulla

CUurva.

Esercizio 4.19,

Ven’ﬁcme se la curva

x=t% + 1
y=t
z=2t -2

€ piana.
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Il problema consiste nel vedere se esiste un piano del tipo ax + by +
+ ¢z + d = 0 contenente tutti i punti della curva. Se cosi & dovrd essere

a(t? + 1)+ be® + (283 —2)+ d=0,

OVWVETD

(2c+ b}t + (a—c)t® +a+d=0.

Questa relazione impone che sia

2c+b=0
a-c=0
a+d=0,

da cui si trae, risolvendo,

b=-—2a, c=a, d=-a,.

Sostituendo questi valori nell'equazione generica del piano e dividendo per a
si ottiene

x—2y+z—-1=0.

Questa & I'equazione del piano contenente la curva.

Esercizio 4.20.

182

Verificare se la curva dello spazio

x=t' -1
y= 3t—2
z=t* 41

é piana,

Procedendo in modo analogo all’esercizio precedente si ha

al® =1)+ b(3t-2) 4+ (2 + 1) +d=0,
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ossia
at®* +ct* + 3bt—a—-2b+c+d=0.

Possiamo quim:li comporre il sistema

a=0

c=0

3b=0
—a=-2b+c+d=0,

da cui si trae evidentemente
| S

P

= T T - o -
[
[ B = R e TR =

il

Dobbiamo quindi concludere che in questo caso non esiste un piano con-
tenente la curva cioé la curva considerata non é piana.

Esercizio 4.21.

Determinare per quali valori di X la curva

( AP Ft4+h-1
i, o=
2+ A-1)t—X

I
e+ (A=1)% =t

S

=t e+ 3
oz
\ t? + (A1)t =t

risulta piﬂn;j_
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Procedendo come nei due esercizi precedenti si ha

Ma+2b+c+d)P+ (a+2b—c+Ad—d)e® +

+Ma-a+b+c—-Ad)t+b+3c=0,

che impone

ha+2b+c+d=0
a+2b—-c+Ad-d=0
Aa—a+b+c-Ad=0
b+ 3c=0.

Affinché questo sistema ammetta soluzioni diverse dalla ovvia, deve essere
nullo il determinante

S e e

I & =F k=1
A=11 1 =X

B ik el

Sviluppando il determinante ed uguagliando a zero lo sviluppo ottenuto si
ottengono le soluzioni:

A= 1
A
2
che rappresentano i valori per i quali la curva assegnata & piana. Per A 1 ¢
A s —7/2la curva & sghemba,

Esercizio 4.22.

Data la eurva

x=2t
y=t> +1
z=t+4 2
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rappresentante la direttrice di un cono di vertice V(0, 0, 0), trovare U'equazio-
ne del cono,

Vediamo se la curva & piana. Abbiamo

a(2t) + b(2 + 1) 4 ¢{t+2) +d=0,
ossla

bt* 4+ (2a+c)t+b+2c+d=0.

Possiamo quindi comporre il sistema

b=0
a4 e=0
b+2c+d=0,

da cui, risolvendo, si trae

b=0
c=—2a
d=4a.

Sostituendo questi valori nell'equazione generica di un piano e dividendo
per a si ottiene

x—2z4+4=0,

equazione che rappresenta il piano contenente la curva; quindi la curva data
é piana.

Indicato con P(2¢t, t2 + 1,¢ + 2) un punto generico della curva, si ha
che la retta generica PV ha equazione

Mg L

2wy 142

cioé ad esempio,

185



4 Geometria dello spazio

2
i“ 4+ 1)x-— =
(4.22.1) E Lam et
(t + 2)x—2tz=0,
Le (4.22.1) rappresentano le equazioni parametriche generalizzate del cono.
Per ottenere l'equazione cartesiana basta eliminare ¢: dalla seconda equazio-
ne si ha

Zx

x=2z '

==

e, sostituendo nella prima equazione,

4x* 4xy
(u—zﬂ1+1)x+ u—zﬂ'ﬂ'

0ssia

[4x% 4 (x —22)% Jx + dxy(x— 22} = 0.

Esercizio 4.23,

186

Trovare l'equazione cartesiana del cilindro che ha per direttrice la cur-
va di equazioni

Y2 +2t—2y-2z241=0
} el

e le generatrici pamﬂzfe alla retta r di equazioni x = 2y=1z.

Se Pla, f, v) ¢ un punto generico della curva, essendo i coefficienti
direttivi di r rispettivamente 2, 1, 2, in base alla condizione di parallelismo,
'equazione di una generica generatrice &

i, S Ll SO

2 1 2

ossia
x—og=2(y-fBl=z-v.

Possiamo quindi considerare il sistema
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B2+t =28-2y+1=0
a=f
x—a=2y—-fl=z—7

che ci di le equazioni parametriche generalizzate dal cilindro. Per trovare

'equazione cartesiana basta eliminare i parametri; si ottiene

(2y—x)? + (z—2x + 2y)2 = 2(2y — x) —
—2(z-2x+2y) +1=0.

Esercizio 4.24.

E’ data la curva

xztz—ﬁ
=2t4+ 2

¥ 2

z=t

1) Trovare l'equazione del cilindro formato dalle rette passanti per la
curva e parallele alla retta v di equazioni

y=2x+1
z=2.

2) Trovare le generatrici che incontrano l'asse z e, per quella pin prossi-
ma al piano z = 0, determinare la distanza dall'origine,

1) Consideriamo un punto gﬂnericu della curva:
P —5,2t+2,1).
Essendo 1, 2, 0, i coefficienti direttivi di r, una generatrice generica a-
vra per equazioni

x—r2+5_}r—2t—2 z—t

1 2 0

0ssia

z-—t2=ﬂ

(4.24.1) 2
2x—y—2¢8 +2t+ 12=0.
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Le (4.24.1) rappresentano le equazioni parametriche generalizzate del cilin-
dro; eliminando # si ottiene la sua equazione cartesiana:

dz=(y+ 2z -2x—-12)".

2) L'insieme di tutte le generatrici & indicato dal sistema (4.24.1); vo-
lendo individuare le generatrici incidenti P'asse z dovremo aggiungere altre
condizioni, ossia

z—t* =0

2x—y—2f +2t+12=0.
x=0

y=0.

Dalla seconda equazione si trae

24 —2¢—-12=0

che porge le soluzioni t; =~ 2, t, = 3. Sostituendo questi valori di t nel si-
stema (4.24.1) si hanno le equazioni delle generatrici g, e g, che incontrano
Iasse z:
B g 8 by
£ 2x~y=0, 42 2x—y=0.

Di queste si vede che la pid vicina ad O & g, : la sua distanza dall'origine,
infatti, come ¢ indicato nello stesso sistema, vale 4.

Esercizio 4.25.
Data la curva
x= t2 + 1

=t

3 2
z=2t -t ,

1) verificare se la curva giace su di un piano;
2) trovare le equazioni cartesiane della curva.
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1) Possiamo procedere in un modo pil rapido di quello seguito negli
esercizi 4.19 e 4.21. Infatti, osservando che dalla prima equazione abbiamo

(4.25.1) ' =x—1

e tenendo conto della seconda equazione, possiamo scrivere la terza nel mo-
dﬂ wguente:

(4.25.2) z=2y—-x+1.
La (4.25.2) & I'equazione del piano contenente la curva, quindi la curva con-
siderata é piana,

2) Tenendo conto anche della (4.25.1) la seconda equazione si pud
scrivere

y = tx-1),

da cui

Sostituendo questo valore nella (4.25.1) si ha

(4.25.3) yi=(x-1).

Nella terza equazione abbiamo
z=t(2¢* = 1) =#(2x =2 - 1) = t{2x - 3),

da cui

4

Zx—3

=

Sostituendo tale valore nella (4.25.1) si ha
(4.25.4) 2= (e—1)(2x-3)%.

Componendo il sistema formato dalle equazioni (4.25.3) ¢ (4.25.4) si hanno
le equazioni cartesiane della curva.
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Esercizio 4.26.

190

Dato il sistema di Equazl'anf
Xx=2u+ 3uv
(4.26.1) y=3u® + 4v

z=5u-\r2,

1) verificare se il sistema (4.26.1) rappresenta una superficie, e, nel ca-
5o si tratti di una superficie:

2) determinare un punto giacente su di essa;

3) determinare un punto non giacente su di essa;

4) serivere le equazioni di una curva che stia su di essa.

1) 11 sistema (4.26.1) rappresenta effettivamente una superficie solo se
le funzioni nei due parametri u e v sono indipendenti (se non lo fossero si
tratterebbe dell’equazione di una curva). A tale scopo deve essere verificata,
come noto, la condizione

o, ¥, 23f

d d d
s ! i - =Y

af1 ﬂfz ﬂfa
dv dv dv

Nel nostro caso risulta appunto

24+ 3v Gu 5
car =g
3u 4 =2
in quanto nessuno dei minori della matrice ¢ identicamente nullo; quindi il
sistema (4.26.1) rappresenta effettivamente una superficie.
2) Basta dare due valori arbitrari ad u e v; ad esempio ponendo u =0,

v=10si ha
x=0, y=0 z=0,

quindi P{0, 0, 0) & un punto che sta sulla superficie.
3) Poniamo, ad esempio, v = (); il sistema (4.26.1) diventa

x=2u
;g,r=3n:.\tz

z=5u.
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Osservando che, ad esempio, per x =0, y =0, 2 = 1, tale sisterma non
ammette soluzione, possiamo concludere che il punto Q(0, 0, 1) non sta
sulla superficie.

4) Basta prendere uno dei due parametri e farlo diventare funzione
dell’altro. Ad esempio, ponendo u = v si ha

x = 2u + 3u?

J‘gnf=3ui +4u
2

r=5u—-u

Esercizio 4.27.

Trovare il centro e il raggio delle seguenti sfere:

a) x?+yz+zz—lx—2}r+4z+ 7=0,
b) x2+y2+12—2x—ly+4z+ﬁ=ﬁ.

a) Si ha
C{1,1,~1}, r=i,

quindi si tratta di una sfera esistente solo nel campo immaginario.

b) Siha
c({1,1,-2), r=0,

quindi la sfera in questione & a raggio nullo.

Esercizio 4.28.

Data la sfera di equazione X+ }rz +2° —8x+4 2z=0eil piano w di
equazione x + y + 1 = 0, trovare il raggio della circonferenza individuata
dall’intersezione del piano con la sfera e il suo centro.

Preliminarmente € bene vedere se la sfera & reale e se & reale anche la
circonferenza intersezione. Per la sfera abbiamo r =me C(4,0,—1). La
circonferenza intersezione sari reale se la distanza del piano 7 da C & minore
di r: indicando con HC tale distanza abbiamo
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Figura 4.6

192

441 5
w2 |l Va2

Essendo HC < r anche la circonferenza intersezione é reale. Per trovare il rag-
gio di tale circonferenza possiamo procedere nel modo seguente (fig. 4.6).

HU =

iz

Preso un punto P generico sulla circonferenza, si ha la relazione
PC: -HC* =HP* .

Essendo PC ed HC noti, risulta quindi

HP=L.

V2

Le coordinate di H si ottengono considerando I'intersezione di 7 con la retta
per C normale a w. La retta gﬂneri-::a per  ha equazicni

x—4 ¥ r+1

l i R

ma per la condizione di perpendicolaritiawsihal: m:n=1:1: 0, pertan-
to la retta passante per CH ha le equazioni

Risolvendo quindi il sistema
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x+y+1=0
z+1=0
x—y-=4=0

si ottengono le coordinate di H; risulta: H(3/2, - 5/2, - 1).
Si poteva perd procedere anche in altro modo, considerare cioé la se-
guente combinazione lineare

x? +y2 +22 —Bx+ 22+ Nx+y+1)=0,

oYvero

(4.28.1) x* +y? +22 4 (A=B)x+ Ay +22+A=0.

Per ogni valore di A questa equazione rappresenta una sfera avente co-
me cerchio massimo la circonferenza intersezione. 1l centro generico della
(4.28.1) &

8-\ A

|.'_:_1 .

2 2

(4.28.2) c’

Imponiamo che C’ stia sul piano 7 in cui giace la circonferenza, cioé impo-

niamo che sia

e, T
2 2 5

Da tale espressione si ottiene A = 5; costituendo tale valore nella (4.28.2)
si hanno le coordinate del centro della circonferenza richiesta. Risulta:
C'= H(3/2, - 5/2, = 1). Tenendo poi conto del fatto che la sfera di equazio-
ne x> + y? + 22 — 3x+ 5y + 2z + 5= 0, ottenuta dalla (4.28.1) sostituen-
do a A il valore 5, ha raggio uguale a quello della circonferenza intersezione
si ha immediatamente che & r = 3/V'2,

Esercizio 4.29.

Determinare lequazione della sfera passante per i punti P(1, 0, 0),
R(0, 0, 1) e tangente in Q(2/3, — 2/3, 1/3) alla retta s di equazione
x/2 =-y/2 =2

Facendo riferimento alla generica equazione della sfera:
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Fi!_'ut‘l 4.7

(4.29.1) x* +y* + 22 vtax+by+cz+d=0,

abbiamo anzitutto che le condizioni di passaggio per P, R e Q impongono
rispettivamente, che sia

[4.29.2] 14+a+d=0,
(4.29.3) 1+e¢+d=0,
2 2 1
4.29.4 s 1 Tarw —C+d+l:ﬂ+
{ ) 3° 35+ 3

La condizione di tangenza in Q alla retta s equivale, poi, ad imporre che il
piano , passante per Q e normale ad s (fig. 4.7), contenga il centro C della
sfera. L'equazione del piano 7 &

z( - %J~ 2(}r+%)+(z—%)=ﬂ,

quindi, dovendo C(— a/2, — b/2, — c/2) appartenere a m, possiamo scrivere

a b 2 g 3
4.29. 2 2| = [-=—=-=]=0.
YEsR ) 2( 2 3) 2( z+3)+( 2 3) ¢

g f

Risolvendo il sistema formato dalle quattro equazioni (4.29.2), (4.29.3),
(4.29.4), (4.29.5) nelle quattro incognite a, b, ¢, d e sostitoendo nella
(4.29.1) i valori ottenuti come soluzione, si determina I'equazione della sfera
in questione. Risulta

x4y +22—2x-224+1=0.
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Esercizio 4.30.

4 Geometria dello spazio

Calcolare Vequazione della sfera passante per Q(1, 1, 1) e tangente in
P(0, 0, 3) al piano w di equazione x +y + 22+ 6=0.

Considerando la generica equazione della sfera espressa dalla (4.29.1)
abbiamo, anzitutto per le condizioni di passaggio per P e Q,

(4.30.1) a+b+c+d+3=0,
(4.30.2) 3c+d+9=0.

La condizione di tangenza in P al piano # equivale, poi, ad imporre che la
retta r, passante per P ¢ normale a m (fig. 4.8) contenga il centro della sfera.
Le equazioni della retta r sono

z=3

ossia

che si pud, ad esempio, comporre nelle due equazioni
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(4.30.3) a=b,
(4.30.4) a= iz+ 3.

Risolvendo il sistema formato dalle quattro equazioni (4.30.1), (4.30.2),
(4.30.3), (4.30.4) nelle quattro incognite a, b, ¢, d si determina I'equazione
della sfera in questione. Risulta

x2 +y2 +22 +3x+3y-9=0.

Esercizio 4.31.

196

Trovare l'equazione cartesiana della superficie rigata luogo delle rette

che si appoggiano alle curve

e e | =
=X, y=0

e sono parallele al piano z = 0.

Consideriamo un punto generico su ¢, , Pla, 20 + 2, @), e un punto
generico su %,, Q(0, 0, B). La retta generica passante per essi &

¥
2a% 4 2

3=
X8

X
o

Imponiamo ora che questa generica retta sia parallela al piano z = 0. Tale

condizione & ﬂIﬂ + E:lm:‘:|I + cn. =0, ovvero, nel nostro caso

]

a—fG=0.

Abbiamo quindi in«definitiva

x ¥ =P
@ a4z @—p
a—fF=0.

Queste sono le equazioni parametriche generalizzate della rigata; eliminando
i parametri si ottiene I'equazione cartesiana della rigata:
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L 4

T
2 2:t 42

Esercizio 4.32.

Determinare l'equazione cartesiana della superficie rigata luogo delle
rette che si appoggiano alla curva € di equazioni

x=f +2
: gl

z=1t 4 2¢

ed alla retta r di equazioni

e che sono paralleli al piano xy.

Sia P(2er, &, &) un generico punto di re Q{2 +2, ¢, £3 + 2t) un ge-
nerico punto di ¥ (fig. 4.9); la retta PQ ha quindi equazioni

x = 2o y—o &=

242200 PO 2ia-a

€. /A
S Ly A

=
/

Imponendo la condizione di parallelismo di tale retta con il piano xy deve,

Figura 4.9

inoltre, essere
4+ 2t—a=0.
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Le equazioni parametriche generalizzate della rigata sono pertanto espresse
dal sistema

z=0

(t —a)(x — 2a) = (£ + 2 —2a)(y —a)
£ 4+ 2t—-a=0.

Eliminando i parametri si ottiene 'equazione cartesiana cercata. Giunti al
sistema

(=y)t® 4 (x - 22)t =2x — 22" + (2-22)(y —2) =

= zx+ 2y —2yz— 2z
B+ 2t=2z

ci si pud servire, per 'eliminazione del parametro ¢, del metodo del risultan-

te. Esso deve essere del quinto ordine essendo le equazioni rispettivamente
del secondo e terzo ordine; si ha:

=9 x—=2x M(x,y,2) 0 0
0 x—y x—2z Mix,y,z2) 0
0 0 =y x—2z M(x,y,z) 1 =0
1 0 2 =¥ 0
0 1 0 2 -z

dowve

M(x, y,z)=—zx-2y + 2yz + 2=z.

Esercizio 4.33.

Dato nello spazio euclideo il cono circolare retto T' avente per asse la
retta a di equazioni x — 2=y =z e come generatrice la retta g di equazioni

x—2=0
y=0,

determinare il luogo dei punti di T equidistanti dalla retta s di equazioni
x

3:__1_
T S
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Figura 4.10

4 Geometria dello spazio
e dall’origine.

Determiniamo anzitutto l'equazione cartesiana del cono pensando I’
come l'insieme di circonferenze che hanno il centro sull’asse a e passano per
la generatrice g.

Detto P(2, 0, &) un punto generico di g, I'equazione del piano 7 norma-
le all’asse a e passante per P (fig. 4.10) &

I+}’+E_2‘_ﬁ101

avendo notato che i coefficienti angolaridimsonol:m:n=1:1:1,

i
f L]

Considerato il punto qualunque C{2, 0, 0) dell’asse, |'equaziunc della sfera
di centro C e raggio CP vale

(x=2)" +y* 427 =d";
I'intersezione di tale generica sfera con il piano 7 individua 'insieme delle

circonferenze formanti il cono, quindi le equazioni parametriche generaliz-
zate di I" sono:

x+y+z—2=-a=0
(x—2)° +y* + 2" =a’.

Da queste si deduce facilmente I'equazione cartesiana di I'; risulta:
xy+xz=2y-2z4+yz=0,

Per determinare il luogo cercato si considera un punto generico Qfe, B, y)
del cono e si impone che le sue distanze dalla retta s e dall’origine O siano

199



4 Geometria dello spazio

uguali. L'equazione del piano o passante per Q e perpendicolare alla retta s

b

€
2x—a) + (y —B) + 2(z—7) =0,

quindi detto H il punto di intersezione di ¢ con s, si ha

20+f+2y+8 2
9 '9

H[%(2u+.ﬂ+2'r—1}. {Eﬂ+ﬂ+3'r—1}]-

A questo punto basta determinare le distanze QH e QO e uguagliarle
tra loro.

Esercizio 4.34.

Sulla sfera s di equazione x* + y* + 22 —4x — 4y — 4z = 0 si consi-
deri il parallelo « che giace sul piano x = 4. Su ogni arco di cerchio massimo
che congiunge l'origine O con vy trovare il punto medio M e scrivere lequa-
zione cartesiana del luogo descritto da M.

Consideriamo il punto P(4, a, f) della circonferenza y (fig. 4.11); af-

Figura 4.11

finché P appartenga anche alla sfera deve essere soddisfatta la condizione:

16 +02 +B —16-4a—48=0.
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Un cerchio massimo si ricava dall'intersezione di un piano passante per
0, C, P con la sfera data. A sua volta I'equazione del piano per O, C, P si
ottiene dall’equazione del fascio di piani aventi per sostegno la retta OC im-
ponendo, come ulteriore condizione, il passaggio per il punto P; risulta

(4=P)lx-y)+ (@—4)(x—z)=0.

Le equazioni parametriche del generico cerchio massimo sono quindi date
dal seguente sistema:

(4 =Pf)x—y)+ {a—4)(x—2)=0
o + B —da-4f=0
x4yt 42t —4x—dy—4z=0.

Il piano perpendicolare al segmento OP passante per il centro C ha equa-

zione
4x—-2)+ajy=2)+plz-2)=0;

Iintersezione di tale piano con il cerchio massimo determina le coordinate
del punto M. Pertanto le equazioni parametriche del luogo descritto da M
sono date dal sistema

(4=B)x—y) + (@-4)x—z)=0
ol 4+ —d4a-4p=0

Xy 42t —dx-4y-4z2=0
4(x - 2) + aly —2) + Bz — 2) = 0.

Se in tale sistema si considerano la prima e la quarta come equazioni a partee,
con la regola di Cramer, si ricavano a e B in funzione di x, y, z, sostituendo
successivamente le espressioni ottenute nella seconds, si ha che quest'ulti-
ma e la terza rappresentano le equazioni cartesiane del luogo cercato.

Esercizio 4.35.

Nello spazio euclideo ordinario si serivano le equazioni cartesiane del
luogo dei punti P che distano 2 dalla retta s di equazioni
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Figura 4.12

202

2x+y=1
re3

e tali che la retta OP formi con la retta r di equazioni x/2 =y =z un angolo
di w/4 radianti.

Il luogo pud ritenersi individuato dall’intersezione del cilindro £ che
ha come generatrici le rette parallele ad s e distanti 2 da essa con il cono T di
vertice O che ha per generatrici le rette formanti con r un angolo di 7/4 ra-
dianti (fig. 4.12).

Cominciamo col determinante il eilindro Z. Dato che il punto impro-
prio di s é 5, (1, = 2, 0, 0), detto Q(0, 1, 3) un punto di s, 'equazione del
piano 7 passante per Q ¢ perpendicolare ad s &

1(x—0)=2(y = 1) 4+ 0{z = 3) =0.

Sia 5" una generica retta parallela ad s di equazioni

2x+y=h
(4.35.1)

z=k:

detto H il punto intersezione di s’ col piano « si ha
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2h—-2 h+4
. S

Rl

Considerando le (4.35.1) e imponendo alla distanza Q H di essere uguale a 2
si ottengono le equazioni parametriche generalizzate del cilindro:

1==-ii:
-3 h+4 2
(EHSEJ-F( : —1]+{k—3f=4.

Da tale sistema si pud dedurre facilmente I'equazione cartesiana di Z; ri-
sulta

(2x +y-1)

: +(z=-3) =4,

(4.35.2)

Determiniamo ora il cono I'. Una ge:neri:;a retta r* uscente da O ha
equazioni

X Y £
m

[ n

se si vuole che r' formi con r un angn]c: di /4 radianti dovri essere verificata

la condizione

. Rl TamE 1 n 7
cosrr' = = C0§ —.

‘\f{fz+m2+n2vﬁ 4

Il sistema
2l4m4+n
\"(fz +m? +n? \,— \«‘;_
(4.35.3)
e
Il m n

rappresenta le equazioni parametriche generalizzate del cono. Vediamo ora
di dedurre dalle (4.35.3) 'equazione cartesiana di I'; possiamo scrivere

2021+ m +n)2 =6(12 + m? +n?)
(4.35.4) x/z=lin
ylz=m/n,
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4 Geometria dello spazio
Sviluppando la prima delle (4.35.4) si ha
P -2m®=2n" + 4lm + 4ln + 2mn=0

ossia, dividendo per n? #0,

2 2 |
(-I-)—z(i"-v]—z+4‘!—~i e W Bl
" " non " n
da cui, utilizzando la seconda e la terza delle (4.35.4), segue

2 2 x x
IS5 g BT R s e o R i),
22 22 22 z =

La (4.35.5) rappresenta l‘equaziune cartesiana del cono.
1l sistema formato dalle (4.35.2) e (4.35.5), cioé

2
a5yt
Hokdtnad e, RSP GO
5
M BT AP P AT A
ey = 22 = S

individua le equazioni cartesiane del luogo cercato.

Esercizio 4.36.
E' data la sfera £ di raggio 2 e centro lorigine O. §i mandi il piano
tangente ad essa in P e sia Q l'intersezione di questo piano con l'asse x.
Determinare l'equazione cartesiana del luogo descritto da Q', simmetrico
di Q rispetto a P, al variare di P.
Affinché Pla, B, v) appartenga alla sfera I deve essere:
o +f + 9% =4
L'equazione del piano 7 tangente in P a T (fig. 4.13) &
ax + By + vz —-4=0,

quindi le coordinate di Q si ottengono considerando il sistema
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4 Geometria dello spazio

Figura 4.13

ax+fy+yz—4=0

¥=0
o f
si ha
Q(i.ﬂ,ﬂJ .
o

Essendo P il punto medio di QQ’, le coordinate x, v, z di Q' sono tali che

i
x+—=2a
o
$ X =ep
=2y
o’ +'ﬁ2 +9° =4,

Pertanto 'equazione cartesiana del luogo cercato &

(E_J‘,ﬂ_zﬂ 3-" 16-_}"1"11
2x ) 4 ‘

Esercizio 4.37.

Data la curva € di equazioni

205
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Figura 4.14

206

2

A=U
y=u-=1
z= 2u+ u’

e la retta r di equazioni

x—=1 y 243

=1 =

2 3 =3

determinare le equazioni parametriche generalizzate della superficie rotondd
Z ottenuta dalla ratazione di € attorno ad r.

Consideriamo un generico punto P{u?, u—1, 2u +u?) di€. La super-
ficie £ & costituita dall'insieme delle o' circonferenze ottenute dalla rota-
zione dei punti P (variabili) attorno ad r. Ciascuna di dette circonferenze
appartiene al piano & passante per P e perpendicolare ad r, di equazione

2x—ul)+ 3y—-u+1l)—(z-2u—-u?)=0.

Per determinare la circonferenza occorre intersecare il piano generico a
con una sfera avente come centro C un punto (scelto in maniera arbitraria)
su r e di raggio CP (fig. 4.14)

Come punto C sceg]iamﬂ {150y —5) che soddista le equazicmi della r: l’Equa-



4 Geometria dello spazio

zione della sfera é la seguente
(x=12 +y* + (2452 = -1 + (u-1)% +
+ (2u + u® + 5)* .

Dunque la generi-:a circonferenza ha Equaziﬂni:

20 —u?) 43y —u+1)—(z=2u-u’)=0

(4.37.1) (x=1)2 +9y2 4+ (z+5°2=(u?-1)? + (u—-1)*+
+ (2u + u? + 5)2.

Le (4.37.1) rappresentano la circonferenza generica come intersezione di
una famiglia di o' piani e di ' sfere: le (4.37.1) dunque rappresentano
la superficie richiesta in forma parametrica generalizzata.

Esercizio 4.38.

Data la curva € di equazioni
X2 +yt-z+1=0
x24+yt-1=0,

si determini l'equazione cartesiana del solide ottenuto dalla rotazione di '€
attorno all’asse x.

Un punto generico di P di % ha coordinate (a, 8, ¥) che soddisfano le
equazioni di %€, cioé tali che

al + 2 -y+1=0
a? +f2-1=0.

Un punto scelto a piacere sull'asse x €, per esempio, lorigine 0(0, 0, 0).
L'asse x ha come coefficienti direttivi

l:m:n=1:0:0,
quindi il piano per P perpendicolare all'asse x ha equazione

€ x—-a=0,
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4 Geometria dello spazio
inoltre la sfera di centro 0 e raggio OP ha equazione
xE +}|3+13=“=+E3+T3.

La superficie richiesta si presenta pertanto sotto la seguente forma parame-
- E - L]
trica generalizzata

, x—oa=0
¢ x4yt 422 =B+
; ol + 2 -9+ 1=0

ol + 2 -1=0.

Eliminando @, B, v, troveremo 'equazione in forma cartesiana. Si ha
x=a

Y+ =+ 7
e + P -r+1=0

ﬁl =1 _xi
e dunque

=x

f=1-x

y=x + (1= +1,
dalle quali segue

2
y24zt=(1-22)P 4+ (2 4+ (1222 +1] .




